
Jacobi多様体の CM Typeの計算

Computation of CM Type of Jacobian Varieties
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あらまし 近年盛んに研究されている Jacobi多様体上の暗号系に於いて� CM体法を用いて暗号系を構成する場合� CM

Jacobi多様体の CM type及び reflex CM typeを計算する必要が生ずる� 本論文では� Frobenius endomorphismの素イ

デアル分解を用いた� 有限体上の Jacobi多様体及び� 代数体上の CM Jacobi多様体の CM type� reflex CM typeの計算ア

ルゴリズムを提案する�

キ�ワ�ド Jacobi多様体� 虚数乗法� CM体� CM Type� Reflex CM Type

1 まえがき

近年公開鍵暗号系の標準的構成と成りつつある楕円曲線暗号を始めとする平面代数曲線の Jacobi多様体上

の離散対数問題に基づく暗号系において� 暗号系の構成上� 安全な曲線の生成は必要不可欠である�
安全な曲線は� その Jacobi多様体上の離散対数問題に対する攻撃が位数の指数時間オ�ダ�であることで
定義されるが� Jacobi多様体上の離散対数問題への攻撃は� baby-step-giant-step法を始めとする一般の多様
体に適用可能な方法と� 特殊な多様体に対してより効率的な方法に分類される�
一般の多様体に適用可能な方法は� その時間計算量が� 多様体の位数をNとしたとき� O �� NN 	 であり�

Pohlig-Hellman法として知られている baby-step-giant-step法の改良アルゴリズムは時間計算量が� 多様体
の位数の最大素因子の指数オ�ダ�である� 従って� これらの攻撃法は位数が大きな素因数を持つ多様体に対
しては適用不可能である� これらの方法とは別に多様体の特殊性に着目した解法が幾つか考案されている�
MOV 
32� として知られている楕円曲線に対する攻撃法は� Frey� Rückによって超楕円曲線の Jacobi多様

体に拡張されているが 
15� 
54�� 楕円曲線の位数が定義体の乗法群の位数を割るときに準指数時間オ�ダ�
の計算量である� また� その位数が定義体の標数を割る多様体に対して� 多項式時間オ�ダ�の攻撃法が提案
されている 
46��
最近になって� Gaudry達によって曲線の genusが 4以上の場合に計算量が O �� NN 	 より小さくなる� 即
ち baby-step-giant-step法より高速な� 攻撃法が提案された 
16� 
12�� この方法は大きな位数の自己同型を
持つ多様体に対して現実的な攻撃法である� しかしながら� 曲線の genusが小さくまた大きな位数の自己同型

を持たない多様体を用いた暗号系の構成は� 暗号系の多様性の面からも� 未だに必要であると考えられる�
以上の議論から� Jacobi多様体上で安全な暗号系を構成するためには� その位数を知る必要がある�
楕円曲線においては� 有限体上の曲線の位数を計算する方法として知られている Schoof法およびその改良

である SEA法を用いる方法と� 有限体上への reductionの位数が高速に計算できる代数体上の CM楕円曲線

を用いる方法が知られている�
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最近になって� genusが 2以上の平面代数曲線の Jacobi多様体の構成法が盛んに研究され始めた� Pilaに

よって Schoof法の拡張が行われ �42�� 更にAdleman� Huangによって改良がなされている �2� �19� �3��
Gaudry� Harleyはこの方法と l法を組み合わせて有限体上の genus 2の超楕円曲線の Jacobi多様体の位数

計算を実装したが �17�� 実際に位数計算可能な Jacobi多様体の位数は暗号系に用いる為の十分な大きさを

持っていない�
これとは別に� Spallek �52� によって theta関数を用いた CM Jacobi多様体を持つ genus2の超楕円曲線

の構成法が提案されている� この方法はWang �61�� Weber �60�� Wamelen �57� �58� 等によって様�な
拡張� 改良がなされてきた� また� 著者等は有限体の曲線を代数体に liftingすることで� Jacobi多様体が CM

を持つ平面代数曲線を構成する研究を行っている �22� �31� �18� �24�� これらの方法によって代数体上の
CM多様体が構成されると� 著者等が提案している暗号系の構成法によって多様体 baseの安全な暗号系を効

率的に得ることができる �8� �56��
しかしながら� 超楕円曲線を始めとする genus 2以上の曲線の Jacobi多様体の CM理論では� 楕円曲線の

CM理論と異なり� CM type� reflex CM typeが自明なものでなくなり �29� �49� �50� �51�� 著者等が提
案している CM多様体の構成法� CM多様体を用いた安全な暗号系の構成法に於いても代数体上の Jacobi多

様体の CM type� reflex CM typeの計算を必要とする�
そこで�本論文では�まず有限体上の Jacobi多様体の CM体の計算アルゴリズムを示し�次にこの多様体の

CM type� reflex CM typeの計算アルゴリズムを提案する� そして� これらを応用して代数体上の CM多様体

の CM type� reflex CM typeの計算アルゴリズムを提案する� 最後に� 計算例と実装結果を述べる�

2 Jacobi多様体

kを体とし� F�X� Y��k�X� Y� としたとき�

C 	 F�X� Y�
0

を平面代数曲線という�
以下� 常に Cは非特異で既約であるとする�
Cの点 Piの整係数線形結合

D
S
i

mi Pi mi��

を Cの因子という�
Cの全因子の集合はAbel群を形成する�これを因子群と呼び� で表わす�因子 Dの次数は degD
Simiで

定義される� 次数 0の因子の集合は の部分群 0を形成する�
h�k�C� に対して与えられる因子

�h�
S
i

Pi�Qi

を主因子という� ここで� Piと Qiは各�hの零点と極を表わす� 全ての主因子の集合 lは 0の部分群になる

ことが知られている�
Cの Jacobi多様体 �k� は

�k�
 0/ l�

と定義される� Jacobi多様体はAbel多様体であることが知られている�
これまでに� Jacobi多様体上の効率的な加算アルゴリズムが� 一般平面代数曲線に関してVolcheck �55��
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Cab曲線に関してArita等 �6�� superelliptic curveに関して Galbrath等 �13�� 超楕円曲線に関して Cantor
�7� によって� 各�提案されている�
Jacobi多様体上の離散対数問題は� 与えられた D1� D2� ��q � に対して� D1	mD2が成り立つm��を
求める問題である�

3 Ordinary Jacobi多様体の CM体の計算

ここでは� 曲線 Cの Jacobi多様体 の CM体 Kを定義し� Kを求めるアルゴリズムを示す�
Aを体 k上の g次のAbel多様体とする� K�EndA���が�上総実拡大の総虚 2次拡大のとき� KをAの

CM体といい� Aは CMを持つという�
以下� 同型写像 i 
 K�EndA���によって� a�Kと i�a��EndA���を同一視する� また� EndAは k上

で定義されているものとする�
kが有限体であり� �K 
��	2gのとき� Aは ordinaryといい� 常に CMを持つ� A/�qが ordinaryであ

ることと Z�X� が重根を持たないことは同値である �53��
pを ordinary Abel多様体A/�qの q-Frobenius endomorphismとすると� Aの CM体は K	��p� で与
えられる� そこで� Cの�qi -有理点の数を i	1...gに対して数え上げてAの合同ゼ�タ関数を計算することに
よって� q-Frobenius endomorphismの特性多項式 Z�X����X� を得れば� この Z �X� が Kの生成多項式

となる�
以上により� Jacobi多様体が ordinaryである曲線の CM体を求めるアルゴリズムがAlgorithm 1で与え

られる�

Algorithm 1 �CM体��
Input 
曲線 C/�q �
Output 
 Cの Jacobi多様体 の CM体 Kの生成多項式 Z�X�� または� が ordinaryでないとき� false�

1� i	1...gに対して Cの�qi -有理点 Niを計算する�
2� 各 NiについてMi	Ni
qi
1を計算する�
3� 等式

Sa
n
j	Mi

から Newton公式を用いて� ajの基本対称式 si	SP
i

ajを計算する�

4� Z�X�	X2g
s1X2g
1�s2X2g
2�����qg
1X�qg���X� を計算する�
5� Z�X� が重根を持つ場合� falseを出力して終了�
6� Z�X� を出力して終了�

�
Algorithm 1の時間計算量は O�qg� であるが� 我�の用途では q� gは十分に小さいので� 実用的に計算可
能である�
これとは別に時間計算量 O �q4

1 �8g/5��Og�1�� のアルゴリズムが Elkiesによって提案されている �14�� しか
し� このアルゴリズムは超楕円曲線の Jacobi多様体に特化した方法であり� また genus毎に異なるアルゴリ
ズムを必要とする�

4 Ordinary Jacobi多様体の CM Typeの計算

ここでは�代数体上の Jacobi多様体の CM type� reflex CM typeの計算について述べる�そこで�まず CM
type� reflex CM typeを定義し� 次に� 有限体上の Jacobi多様体の CM type� reflex CM typeの計算アルゴ

Jacobi多様体の CM Typeの計算
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リズムを示す� そして� これらを用いて代数体上の Jacobi多様体の CM type� reflex CM typeの計算アルゴ

リズムを構成する� 尚� 記法は �51� に従う�
rを複素共役写像� Kを 2g次の CM体とする� Kの�への埋め込みを *1,...,*g� r*1,...,r*gと表わしたとき�

Kの CM typeは F��*1,...,*g� で与えられる� また� 組 �K� F	 を CM typeという�
x
Kに対して� type normNFが以下で定義される�

NF�x	�P
i

x*i

Lを Kの正規閉包� G�Gal�L/�	 とする� * iを *iの Lへの延長とし� F �Gでこれらの集合を表わす� ま
た H�Gで Kの固定群を表わし�

S�HF �
S���s
1�s
S��
H���g�g
G� gS��S��

とする� このとき� H���g
G�Sg�S� が成り立つ�
K��Lを H�の固定体とし� Yを S�の K�への制限によって得られるK�の�への埋め込みの集合とすると�

�K�� Y	 は CM typeになる� この組 �K�� Y	 を �K� F	 の reflexという�
Algorithm 2に� 与えられた CM type �K� F	 に対して reflex CM type �K�� Y	 を計算するアルゴリズ
ムを示す�

Algorithm 2 �Reflex CM Type	�
Input � CM type �K� F	�
Output � reflex CM type �K�� Y	�

1� Kの正規閉包 Lを計算する�
2� G�Gal�L/�	 を計算する�
3� Kの固定群 H�Gを計算する�
4� S�HF を計算する�
5� H���g
G�Sg�S� を計算する�
6� H�固定体 K��Lと g� � ��K� ��� /2を計算する�
7� S���g
G�g
1
S� を計算する�
8� K�への制限が�への互いに異なる埋め込みになる� g�個の S�の元の集合 Y �S�を計算する�
9� �K�� Y	 を出力して終了� ここで Yは� Y の元の K�への制限によって得られる� �への埋め込みの集合
を表わす�

�
次に� 有限体上の Jacobi多様体の CM typeを計算するアルゴリズムについて述べる�
Aを標数 0の体 k上で定義された CM体 Kを持つ g次元Abel多様体とすると� Aは複素 torusと同型で

あり� g次元の解析座標を用いて� EndA���の解析座標による表現Mを得る� *1,...,*2gを Kの�への埋め込
みの全てとすると� Mは g個の互いに異なる埋め込み *1,...,*gの直積と同値になる� F��*1,...,*g� とすると�
�K� F	 は CM typeであり� Aは type �K� F	 であるという� Aの定義体 kは reflex CM体 K�を含むこと
が知られている�
また� Aの CM type �K� F	 に関して与えられるH� Sに対して� H��g�g
G� gS�S� ならばそのとき
に限って� Aは simpleであることが知られている�
以降� Aは simpleであると仮定する�
K�0を� reflex type �y1,...,yg�� が K�0の�への互いに異なる埋め込みになる� K�の総実部分体とする� pを K�0
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で不分岐な素数とする� また� を �p� の上にあるK�の素イデアルとし� を の上にある kの素イデアル

とする� p�KをA �Amod の N -Frobenius endomorphismとすると� Frobenius endomorphismの素
イデアル分解

�p���NY� ��f

を得る� ここで� f � / � は / の惰性次数を表わすが� kが与えられていないとき� この値を直接計算す
ることはできない� しかし� A が�q上定義されていて� 即ち N� ��qであり� f� /�p�� が与えられた場合�
q�pnとすると�

n�f� / �f� /�p��

から f� / �を計算することが出来る�また� の下にあるK0の素イデアルを とすると�多様体が ordinary

のとき f� / � �1であることが知られている� 従って�

f� / ��n/f� /�p��

で f� / � を計算可能である�
Algorithm 3に有限体上の曲線の Jacobi多様体の CM type �K� F� を計算するアルゴリズムを示す�

Algorithm 3 �CM Type��
Input �曲線 C/�q �
Output � Cの Jacobi多様体 の CM type �K� F� と reflex CM type �K�� Y�� または� が ordinaryで

ないとき� false�

1� q�pnとなる素数 pと整数 nを計算する�
2� Algorithm 1を用いて CM体 Kとその生成多項式 Z�X� を計算する� Algorithm 1が falseを返した場

合� falseを出力し終了�
3� Kの正規閉包 Lを計算する�
4� G�Gal�L/�� を計算する�
5� Kの固定群 H	Gを計算する�
6� 互いに複素共役で無い元からなる Gの位数 gの部分群の族 T�
F i� を求める�
7� 任意の F iに対し� 以下を行う �

7.1� F �F iとする�
7.2� �K� F� を CM typeとして� Algorithm 2を用いて reflex CM type �K�� Y� を計算する�
7.3� K�の g�次総実部分体K�0で� Yが K�0から�への埋め込みのK�への延長の集合となっているものを

計算する�

7.4� K�0で �p� の素イデアル分解を行い� �p��P
e
i

iを得る�

7.5� 任意の iに対し� 以下を行う �
7.5.1� � iとする�
7.5.2� /�p� の惰性次数 fを計算する�
7.5.3� f � nならば 7.5.7.へ�

7.5.4� K�で の素イデアル分解を行い� 完全分解 �P �をチェックする� 完全分解していない場

合� 7.5.7.へ�

Jacobi多様体の CM Typeの計算
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7.5.5� ��NY� �n�f を計算する�
7.5.6� Z�X� の K上の任意の根 pに対して� 条件 p� をチェックする� 条件を満足する pが存在す

る場合� �K� F�� �K�� Y� を各�CM type� reflex CM typeとして出力し終了�
7.5.7� 可能なら i	 を選び 7.5.1.へ�

7.6� 可能なら F i	F を選び� 7.1.へ�



以上の結果を用いて� 以下で代数体上の CM Jacobi多様体の CM type� reflex CM typeを計算するアルゴ

リズムを構成する�
Aの定義体 kを代数体�即に�の有限次代数拡大とする� kの素イデアル に対してA �Amod とすると�
の下にあるK�0の素イデアル が K�で完全分解するとき� A は ordinaryであることが知られている�この状
況は高い確率で起こると期待できる� 従って� kを非常に小さな有限体に reductionして� Algorithm 3を用

いて CM typeを計算することが可能である�

以下に� 代数体上の CM Jacobi多様体の CM type� reflex CM typeの計算アルゴリズムを示す�

Algorithm 4 �代数体上の多様体の CM Type��
Input � Jacobi多様体 が CMを持つ曲線 C/k�
Output � の CM type �K� F� と reflex CM type �K�� Y��
1� 小さな有限体�qを選ぶ�
2� Cの�qへの reduction C に対して� Algorithm 3を用いて� CM type �K� F� と reflex CM type �K��

Y� を計算する� Algorithm 3が falseを返した場合� 1.へ�
3� �K� F�� �K�� Y� を各�CM type� reflex CM typeとして出力し終了�



Algorithm 4とは別に� CM多様体の位数計算法として示された �56
� Frobenius endomorphismの素イ

デアル分解をランダムサ�チを用いて行うアルゴリズムが考えられる� このアルゴリズムは� K�の類数が小さ
いときAlgorithm 4より高速に計算可能である�
ランダムサ�チを用いたアルゴリズムを以下に示す�

Algorithm 5 �代数体上の多様体の CM Type��
Input � Jacobi多様体 が CMを持つ曲線 C/k�
Output � の CM type �K� F� と reflex CM type �K�� Y��
1� 小さな有限体�qを選ぶ�
2� Algorithm 1を用いて Cの�qへの reduction C の CM体 Kを計算する� Algorithm 1が falseを返した

場合� 1.へ�
3� Algorithm 3と同様に L� G� H� Tを計算する�
4� 任意の F i�Tに対し� 以下を行う �

4.1� F �F iとする�
4.2� �K� F� を CM typeとして� Algorithm 2を用いて reflex CM type �K�� Y� を計算する�
4.3� K�の g�次総実部分体K�0で� Yが K�0から�への埋め込みのK�への延長の集合となっているものを

計算する�
4.4� 絶対ノルムNwが小さな素数 pである w�K�を探す�
4.5� pの上にある kの素イデアル に対して� 情性次数 f� /�p� を計算する�
4.6� �p f -Frobenius endomorphismの特性多項式 Z�X� をAlgorithm 1を用いて計算する�
4.7� p��NY��w��fを計算する�
4.8� pの特性多項式 Z��X� を計算する�
4.9� Z��X��Z�X� ならば �K� F�� �K�� Y� を各�CM type� reflex CM typeとして出力し� 終了�
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4.10� 可能なら F i�F を選び� 4� 1� へ�
�

5 実装結果

5.1 CM体の計算例 �Algorithm 1�
Algorithm 1により

C/�5 � Y2�X7	4X6	3X5	3X4	X3	X	4

の Jacobi多様体 の Frobenius endomorphism pの特性多項式 Z �X� が�

Z�X��X6	8X4
4X3	40X2	125

と計算される�

5.2 CM Type及び Reflex CM Typeの計算例 �Algorithm2� 3�
上で得られた CM体 K���p� の正規閉包 Lが�

L���a��
a12	40a10	70a9	473a8	130a7	1140a6
1930a5	3121a4
320a3	11840a2	7000a

	2500�0

と計算され� また si�G�Gal �L/�� が

si � a� bi

と計算される� 但し� bi�Lは基底


1� a� a2� a3� a4� a5� a6� a7� a8� a9� a10� a11�

を用いて� 以下の通り表される�
�スペ�スの都合上略記する��

b1 � 
0� 1� 0� 0� 0� 0� 0� 0� 0� 0� 0� 0��
b2 � 
2616193934740536517100����� 656426790570060893� /440795467593334388200�
b3 � 
201845838860895008500����� 351401409778066759� /440795467593334388200�
b4 � 

569589533078828300����� 351401409778066759� /975211211489677850�
b5 � 

1132133549739108090700����� 
641225904222685309� /440795467593334388200�
b6 � 

1428451754910693043300����� 
369577002476958779� /440795467593334388200�
b7 � 
227700187725596296500����� 54517175209915571� /88159093518666877640,

b8 � 
92837286578722300����� 378314604862821� /445698147212673800�
b9 � 

187591664257510043800����� 
42520408396493604� /11019886689833597050�
b10� 
3882690408690415100����� 
2891966176429239� /4952758062846453800�
b11� 

1318421992476154389500����� 
392328736908221989� /440795467593334388200�
b12� 
123228047019602445900����� 43264084984372713� /110198866898333597050�
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また� 複素共役写像 r�s4である�
以上を用いて� の CM type �K� F�� reflex CM type �K�� Y� が�

K���p��
p6�8p4�4p3�40p2�125�0�

F�	s1� s2� s3
�
K����x��

x6�26x5�223x4�654x3�54x2�3100x�2500�0�
Y�	s1� s5� s6
�

と計算される�

5.3 CM Type及び Reflex CM Typeの計算時間

有限体�p上の genus 2の超楕円曲線の Jacobi多様体の CM type� reflex CM typeの計算をAlgorithm 3を

用いて行ったときの� 計算に要した時間を図 1に示す�
図 1において� 横軸は�pの位数 p� 縦軸は CM type� reflex CM typeの計算に要した時間を表す� また�
点Aは , �L ��
�4の場合� 点 Bは� �L ��
�8の場合を各�表す�

図 1 � CM Type, Reflex CM Typeの計算時間

尚� 計算は KASH/KANT �9
 を用いて� UltraSPARC-IIi301MHz上で行った�
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